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^ : 

. Resume - On etudie le systeme des equations differentielles sat- 

OO ! isfaites par I'integrale d'Abel associee au cycle 7^ C {{x,y) G : 

H{x, y; s) = 0} definie pour la deformation verselle d'une singularite 
isolee simple d'hypersurface. Comme application, on obtient une es- 
timation de la multiplicite des zeros de I'integrale Iuj{s) = u en 
fonction de poids quasihomogenes associes a H{x, y; 0) et de deg{uj). 
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Sh ! 1. Introduction 



Dans cette note, nous poursuivons le probleme de Testimation des zeros de I'integrale d'Abel 
etudie par plusieurs auteurs [3], |lj etc. C'est une demarche vers une reponse raisonnable au 
! XVIe probleme de Hilbert sur le nombre des cycles limites. Dans un travail precedent [7], 

^ I nous avons etabli une estimation de la multiplicite des zeros de I'integrale hyperelliptique 

(N ' associee a la singularite A^, en se servant du systeme de GauB-Manin satisfait par I'integrale 

hyperelliptique. La strategie de cette note est semblable a celle de [7j, pourtant la tactique 
^ ! en differe au sens que nous utilisons ici I'expression du systeme de Gaufi-Manin au moyen des 

O I coordonnees plates introduites par Dans 0, les coordonnees plates (flat coordinates) ont 

^ ■ ete introduites comme les invariants canoniques d'un groupe de Coxeter fini irreductible qui 

c3 ■ satisfont certaines conditions naturelles. C'est grace a Noumi [S] que I'utilite preponderante de 

^ ! ces coordonnees se manifeste aux etudes du systeme de GauB-Manin. Notre demarche s'appuie 

sur un resultat de qui est formule au Theoreme 12.11 Ce resultat nous permet d'exprimer 
avec les coordonnees plates, le systeme de de GauB-Manin associe a la deformation verselle des 
singularites isolees simples d'hypersurfaces, d'une fagon plus simple que I'expression du systeme 
i par les coordonnees usuelles de I'espace de deformation verselle (voir [7j). L'objet central de 

notre recherche est I'integrale d'Abel associee a une singularite isolee simple dhypersurface 
pour laquelle on etablit le resultat suivant: 

Theoreme Soit 7^ C {{x,y) G R^ : H{x,y]s) = 0} un cycle evanescent de la deformation 
verselle d'une singularite isolee simple d'hypersurface de la liste (2.1) i.e. A^, D^, Eq, Ef, Eg. 
Alors il existe un ensemble ouvert dense U C R^ \ D tel que la multiplicite des zeros N de 
I'integrale d'Abel (1.1) non-nulle 



> 

X 



^1.1) IpQ^^^(s) = P{x,y)dx + Q{x,y)dy 



avec P{x,y),Q{x,y) des polynomes de degre au plus K i.e.P{x,y) = J2o<i+j<K ^hj^^'V'^ y Qi^^u) 
~ J2o<i+j<K QiJ ^^y^ ■ doit satisfaire a chaque point s E U I'inegalite suivante: 

(1.2) iV</i(l + [(pi+P2)(i^-l)])-l, 

oil pi,p2 sont les poids quasihomogenes des variables x,y definis pour chaque singularite. 

II est facile de deduire de (1.2) que si n^v^K^m < n, alors la multiplicite des zeros est 
domine par une fonction quadratique en n. Nos resultats, done, paraissent une amelioration 
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des estimations obtenues dans ( la multiplicite de chaque zero < ""^^^^^^ ) pour autant qu'il 
s'agisse de I'integrale du type (1.1). 

2. Deformation verselle des singularites isolees simples d'hypersurface 

D'abord, on regarde la deformation verselle des singularites isolees simples d'hypersurface: 
(2.1) 

: H{x, y; s) = + + Ef=o^ Siox\ 

: H{x, y; s) = x^^-^ + xy^ + Y.i=i SioX''^ + Soiy + Sqo, 
Eq : H{x, y; s) = x^ + y^ + S2iX^y + Suxy + S2qX^ + SiqX + s^iy + Sqo, 
E^ : H{x, y; s) = x^ + xy^ + S2ix'^y + suxy + S2ox'^ + so2|/^ + siqx + soiy + sqo, 
Es : H{x, y; s) = x^ + y^ + s-^x^y + S2ix'^y + Suxy + Soiy + s^qX^ + S2ox'^ + SioX + Sqq. 

Nous definissons un ensemble fini I C associe a chaque singularite ci-dessus qui satisfait 
les conditions suivantes: 

(1) I I 1= /i = le nombre de Milnor de la singularite. 

(2) A chaque element {ui, z/2) G I correspond un monome x^^y^^ qui est un element de la 
base de I'espace 

C[x,y]/{^H{x,y;0)),^H{x,y;0)). 

On remarque que toutes les singularites de la liste (2.1) sont quasihomogenes. C'est a dire, 
il existe {pi, P2) G Qlo 

d d 
{Pix^ + p2yTr)H{x, y; 0) = H{x, y; 0). 
ox oy 

On definit pour a G N'^ le poids quasihomogenes d'un monome s": 

(2.2) weight \ JJ s"-!'''^ = (w, a) = ^ Wy^^^,^ay^y^ 

y(i/i,i^2)Gi / (ui,u2)&i 

oil Wy^y^ = 1 — (piz/i + P2^2)- On definit pour chaque (z/i, z/2) G I un reseau d'entiers L^ui, z/2) 
selon Noumi jEj. Dans les cas de A^, Eq, Es : 



L(z/i,z/2) = ((z/i,z/2) +L) nN^ 
ouL = Z(J^,0) + Z(0,J^)cZ2. Soit 
(2.3) 

r (a 1\Pl(/3l-i^l)+P2(fe-^2) ^(Pl(/^l + l))r(P2(/^2 + 1)) . P\^T(,, „\ 

a...(/3i,/32)-(-l) r(pi(z/i + l))r(p2(^2 + l)) (/3i,/52)eL(z/„n2) 

= si {Pi,P2) ^ Liui,iy2). 
Dans les cas de D^, Ej : L = Z(^, 0) + Z(l, ^), L(z/i, z/2) = ((z/i, z/2) + L) n N^. Soit 
(2.4) ai.,(A,/?2) 

. r(Pi [A + 1 - P^iP^ + l)])r(P2(/^2 + 1)) ^ 

r(pi[z/i + 1 - p2(«^2 + i)j)r(p2(z^2 + 1)) 

= si (/3i,/32) ^L(z/i,z/2). 
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Alors on peut introduire un systeme des "coordonnees plates" dans I'espace de parametres 
de deformation (ou bien R'^) [S]. Notamment, 

(2.5) to := too = soo + V CooW«))^ 

, , Oil 

{w,a)=l 



(2.6) = V C,^^^(i(a))- pour (1.1,1.2)^(0,0) 

{w,a)=l-{pii/i+p2i^2) 

OU la fonction lineaire £{a) est definie comme suit: 



« ftio, 1^2 I pour 



. j=0 



z^itti^ii^a, X] ^^2ai.i,i.2 pour D^,Ef,. 

^(1^1,1^2)7^(0,0) (1^1,1^2)7^(0,0) / 

Le changement des coordonees s — > t est un diffeomorphisme. Desormais nous nous serverons 
de la notation t = {to,t'), on t' = {ty-^y^), (z/i,z/2) G I \ {0,0}. 

Soit H{x,y;s) un des polynomes de la liste (2.1). On prend un cycle evanescent 7^ C 
{{x,y) G : H{x,y; s) = 0}. Alors on peut definir I'integrale d'Abel y associee : 

i^k^yk2^^^\b) — J X y , 

et un vecteur 

K(s) = (4'=i3/'=2(-s))(fci,fc2)ei- 
L'enonce suivant met a jour I'avantage d'ecrire le systeme de Gauss-Manin au moyen des 
coordonnees comme (2.5), (2.6) dans nos etudes. 

Theoreme 2.1. Si on definit une base des integrales d'Abel J(t) = (^1/11/2 (^))(i^i,i'2)ei comme 
suit: 

f ^ 7^/ , ..dx Ady 
Juiu2{t)= TT F{x,y,s{t)) , 

alors les enonces suivant ont lieu. 

1. II existe une matrice P{t') G GL{fi, C[t']) telle que: 

(2.7) K{s{t)) = P{t') . m 

ou P{t') = ^ et les indices D^v El. 

2. Les integrales satisfont un systeme d' equations dijferentielles: 

(2.8) 5(t)^j(t) = A.j(t) 

ouA = diag{wu^y^){vi,v2)&i- La matrice S (t) G End{C^)®C[t] satisfait les conditions ci-dessous: 

(2.9) det5(t(s)) = A^(s) 
ou A„(s) est le discriminant de la deformation verselle. 
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On note D := {s E : A^(s) = 0}. En reprenant les notations depuis le debut, on formule 
I'enonce central comme suit. 

Theoreme 2.2. Soit 7^ C {{x, y) G : H{x, y; s) = 0} un cycle evanescent de la deformation 
verselle de la liste (2.1). Alors il existe un ensemble ouvert dense U C \ D tel que la 
multiplicite des zeros N de I'integrale d'Abel (1.1) non-nulle 

Ip,Q,-yAs) ■= P{x,y)dx + Q{x,y)dy 

J "Is 

doit satisfaire a chaque point s E U I'inegalite suivante: 

N<fi{l + [pi{K - 1) + p2{K - 1)]) - 1. 



Desormais on va s'interesser a la derivee de I'integrale (1-1) 

d (\_ f d{P{x,y)dx + Q{x,y)dy) _ f {-Py{x,y) + Q^{x,y))dx A dy 



d f d{P{x,y)dx + Q{x,y)dy) f 

grJ-'^.M = I jp = I 

que Ton note par 



dF 



.dxAdy 



dF 

0<k-i+k2<K-l^^= 

On montre que la multiplicite des zeros de I'integrale Ir^X^) depasse pas + [pi{K — 
l)+pXK-l)])-2. 

II est facile de voir qu'il existe des polynomes Pux]v2{*) de degre au plus vq := [pi{K — 1) + 

(K+\)K 

P2{K — 1)\ pour un vecteur quelconque (i^^jfej) G R 2 (j3], [gj): 

-Rfelfe2 4'=iy'=2(s(t)) = ^ Hi^i'to - to) ■ Juiu2(t) 
0<ki+k2<K-l (;^i,i/2)el 

avec ioeCXD. 

Notons le vecteur de taille /i(fo + 1) : 

3(t) = (Jooit), . . . , J^i^al'^)) ('^O — ''^o)'^Oo('^); • • • ; (^0 — Jfiifi2{t) y ■ ■ ■ 
. . . , (to — toY^Jooit), . . . ,{to — toY" Jfj,^^,Xt)). 

Ici (/il, /i2) G I tel que /ii+/i2 = max(j,^ ,^2)ei J-'i + J-'2- On note M = fi{vo + l). Notre theoreme 12 .21 
se deduit du lemme suivant. 

Lemme 2.3. // existe des polynomes 5^'^\t)^i G N (ie degre ^^(^+^) (^l)^ tels que pour itQ^t') G 
R'^ \ qui se trouve hors des zeros de 5^^\t), I'enonce suivant soit valide. 
(i)Si un vecteur r G R^^ \ {0} satisfait la relation suivante, 

(2.10) (,,^(jL)'j(4,,)>=0. 

pour < i < M — 1 alors (2.10) est valable pour i > M = fi{vo + 1) aussi. 
(a) L'ensemble {t G R^;(5W(t) ^ 0,i G N} est un ouvert dense de R'^ \ D. 
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Demonstration D'abord on etablit la relation entre J(to,t') et 



dto J 



J (to, t'). Dans ce 



but, on introduit 3(t) =* (Joo(t), . . . , J^i^al'^))- Notons le poids quasihomogene d'une forme 
x^^y^'^dxdy/dF par X^^^^ = + 1) + p2{i^2 + 1) — 1. D'apres (2.8) les coefficients de 

developpement de Taylor de 3{t) s'ecrivent sous la forme suivante: 



(2.11) 



d_ 

dtn 



J(to, t') - S-'{io, t'){A -{i- l)id^) ... (A - id)A-J{io, t') 



oil A = diag(Aoo, ■ ■ ■ , A^j^uj). A I'aide de la formule (2.11) on conclut facilement la relation 
suivante: 



(2.12) 



_d_ 



J{io,t')=E^'^-J{io,t'). 



Ici E(^) est une matrice M x M, dont la composante a^f , e End{C'^) (g) C[t] e [0, Vq]'^ est 
determinee comme suit: 

^-^A(A - td^) ... (A - (£ - l)td^) 0<t = j<vo 

iiS-(^+j-'^)A(A - id^) . . . (A _ (£ + J _ i)id^) 0<j <i<vo 

i<joui + j-i<0. 



(2.13) 
C'est-a-dire: 



00 "^01 
•^10 



'Ovo 
'ivo 



\ 



A I'aide de la matrice E^^^ la condition (2.10) se transforme en I'equation suivante: 

(2.14) (f,EW-J(io,0)-0 

pour < £ < /X — 1. Puisque (to,^') ^ -D, les valeurs propres de la matrice S(to,t') sont sans 
multiplicite. Par consequence, S{io, t') est diagonalisable a I'aide d'une matrice T a coefficients 
de fonctions semi-algebriques. C'est-a-dire: 

(2.15) T-^~S{h, t')T = diag(fo - Ti(0, ^o - r^it'), ...,to- r^(t')) 

ou Ti{t') ^ Tj{t') pour j. 

En tenant comptc dc (2.12), (2.13), (2.14) on peut voir que I'existence d'une collection 

de nombres,dependant de (to,t', Aqo, ■ ■ ■ , A^^^J, d^^{io,t'),d'-^}_-^^{io,t'), . . . ,d^Q\io,t'),i > 0, 
satisfaisant (2.16) ci-dessous est une condition suffisante pour que (2.10) pour £ > n — I 
entraine (2.10) pour i > fj. aussi: 
(2.16) 



^-(M-l) 

dM(to,t') ,.. , ■., (A-(M+i-l)irf^) . . . (A-i-id^)^ 



{M + i)\ 



{M + i- 1)!' 



-M-i+l 



{A-{ii+i-2)id^) 



. . . (A - i • id^) + . . . + 4Hto, 



0, 



avec d^^{to,t') ^ 0. Vu (2.15), la relation (2.16) est equivalente a I'equation suivante: 



M 



Ed 



(0) (^~0-T.(O) 



J](A,-6) + 4°) = 0, uel, 



6=0 
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E 



Celui-la est, a son tour, equivalente a I'equation ci-dessous: 

E« • d(') =0, i e N 



ou 



/ XMq:iyTn^|'"^(Aoo-6), 
(M+i)! n^|'~^(^oi-&), 



(M+l)! ntll' ^(A;jj;j2 



1 rTM+i-2/, 
(M+i-1)! Ii6=i \^niJ-2 



(M+j-2)! Ii6=i l-^OO-Oj, 



(fQ-jjj^„M+i-3c. 
(M+i-2)! Ii6=i I.^M1M2 °>' 



^116=, (Aoo-b) (M+i-„o-i)! nb=i (Aoo-6), 



(M+i-MQ)! life=i 



1 prM + i-UQ-l,^ , 



(*0-Tl) TT-Af+i-'^O- 



(M+i-WQ-l)! iii)=i '.^Ml(i2 



(Aoo-J) TTTrn , 71 \ 



(*"0-^2)^ 



(Aoi-i)^ 



) lA(il,M2 '■) (i+l)! 



(«n-n)^-''o n 

' i! ' 



0, 



fa^, 0, 0, 

d» = • • • , 4'^) e M = /.(^;o + 1). 

Le vecteur d*^*) est un normal aux M vecteurs colonnes de la matrice E*^*). Si on note ces M 
vecteurs colonnes par • • • d'apres algebre lineaire on obtient I'expression suivante: 



d(^) = const4'^ A---A^Tg. 



On en deduit que 



i.e. un mineur M x M de la matrice S^*^. Si on definit 



2,3,--- ,M + 1 
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alors S^lj{t) est un polynome de degre (^l)^. Ici indique le groupe de permutation 

de fi indices de I. 
On note par 



(2.17) B{t')= n init') - r,{t')r 

l<i<j<fM 



le polynome definissant I'ensemble de bifurcation. Alors il existent un entier L > (eventuelle- 

y ) 7 = ■ ■ ■ 



ment on calcule L = iMJdLJ^^ et des polynomes Q^*''(Aoo, ■ ■ ■ , A^^^j), j = 0, ■ ■ ■ , ^^^^^-^{^\] 



L invariants sous Taction de &i tels que, 

ouQ«(A)^OQ«M+i) /A)^0. 

Evidemment 6^^{tQ^t') = pour les zeros {io,t') de (i^](to, ti, ■ ■ ■ ,r^, Aqo,-'' ^A^^^J ^ 
done demontre I'enonce du lemme pour t = {to,t') qui satisfait 

A^{s{t))^0, 4?W^0, z = 0,1,2,- ■■. 

Au voisinage de t tel que B{t') assez grand par rapport a A^(s(t)), il est un ouvert dense. 
II est aussi un ouvert dense au voisinage de t tel que to assez grand par rapport a B{t'). En 
tenant compte de la quasihomogeneite, c'est un emsemble ouvert dense de R^. Cela demontre 
le lemme. C.Q.F.D. 

Remarque 1. Pour 3{t) de (2.11), B.Dubrovin P] a obtenu I'equation suivante: 

d 

■■■ + gi{t){A- idf,) ■ ■ ■ (A - (/i - l)id^)— + (A - id^) ■ ■ ■ (A - /i ■ zrf^)]J(t) = 0, 
pour la matrice diagonale A de (2.8) et des polynomes giit) de degre i en to t.q. 

det{S{t) + A) = A^(s(t)) + E V-'g^{t). 

i=0 

C'est une consequence de I'equation (2.11) apres application du theoreme de Cayley-Hamilton 
a la matrice S(t). Cela implique que la multiplicite des zeros d'une integrale 

(i'i,i^2)ei 

avec Pui,y2 G R ne doit pas depasser /x hors de I'ensemble critique D = {t; A^(s(t)) = 0}. 

En fait, on pent deduire de la demonstration du Thoreme 12.21 in) une estimation analogue 
pour I^kym^^{s) . 
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